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ОБ ОДНОЙ КРАЕВОЙ ЗАДАЧЕ 
СО СПЕКТРАЛЬНЫМ ПАРАМЕТРОМ 
В ГРАНИЧНЫХ УСЛОВИЯХ 
Н. Б. Керимов, X. Р. Мамедов 
Рассмотрим следующую краевую задачу со спектральным пара­
метром в уравнении и в граничных условиях: 
-u" + q(x)u = A2u, 0 < ж < 1 , (0.1) 
(с*о + aiA + а2А2)Ц0) + и'(0) = 0, (0.2) 
(/?о + А А + /S2X2)u(l) + ti'(l) = 0. (0.3) 
Здесь А — спектральный параметр, q[x) — неотрицательная непрерыв­
ная функция на промежутке [0,1], а
г
-, Д- — действительные постоянные. 
Настоящая работа посвящена изучению свойств собственных значе­
ний и собственных функций краевой задачи (0.1)-(0.3). Краевые зада­
чи для обыкновенных дифференциальных уравнений с параметром в 
граничных условиях в различных постановках изучались во многих 
работах [1-12]. Близкие по постановке проблемы изучались в [10-12]. 
Однако имеется существенное отличие задачи (ОЛ)-(О.З) от задач , из­
ученных в [10-12]. А именно, в [10-12] предполагалось, что ai,/?i = 0, 
тогда з а д а ч а сводится к линейному оператору. В нашем случае в крае­
вом условии присутствует как А, так и А
2
, а потому операторную трак­
товку такой задачи естественно реализовывать в терминах квадра­
т и ч н ы х операторных пучков (например, см. работу А. Г. Костюченко, 
А. А. Шкаликова [13]). 
Основным результатом этой работы является теорема 2.1 о числе 
нулей собственных функций при естественной их нумерации и тео­
рема 4.1 об асимптотических формулах собственных значений и соб­
ственных функций. На нетривиальность этой задачи в случае вхожде­
ния А и А
2
 в краевые условия обратил наше внимание А. А. Шкаликов. 
В дальнейшем будем предполагать, что выполняется условие 
а0 < 0, а2 > 0, А, > 0, fa < 0, |а2 | + \/Зг\ ф 0. (0.4) 
§ 1. Некоторые свойства собственных значений 
краевой задачи (0.1)-(0.3) 
Лемма 1.1. Собственные значения краевой задачи (ОЛ)-(О.З) веще­
ственны. 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть А — собственное значение краевой з а д а ч и 
(0.1)—(0.3) и и(х, А) — соответствующая собственная функция. Умножая 
обе части равенства (0.1) на функцию и(х, А), проинтегрируем получен­
ное тождество по х от 0 до 1: 
1 1 1 
- f u"(x,\)u(x,\)dx + f q(x)\u(x,\)\2dx = A2 / \u(x, A)|2 dx. (1.1) 
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Используя формулу интегрирования по частям и краевые условия 
(0.2), (0.3), получим 
1 
/ 
u"(x, Х)и(х, A) dx - (а0 + ос\\ + а2А2)|г/(0, Л)|2 
1 
(po+Pi\ + p2\2)\u(l,\)\2- J\u'(x,\)\2dx. 
О т с ю д а и из (1.1) следует, что 
А(А)А2 + 5(А)А + С(А) = 0, 
где 
1 
А(Х) = J |ti(x, X)\2dx + a2\u(0, А)|2 - /?2|ti(l, A)|2, 
о 
Б(А) = а1|г/(0,А)|2-/?1|гг(1,А)|2, 
l l 
С(А) = а0 |г/(0,А)|2-/?0 |гг(1,А)|2- / q(x)\u(x, A)|2 dx - f \u'(x, A)|2 dx. 
о о 
Таким образом, собственное значение А является корнем квадратного 
уравнения 
A(\)z2 + B(X)z + С(Л) = 0. (1.2) 
В силу (0.4) А(\) > 0, С(Х) < 0, и поэтому В2(X) -4А(Х)С(X) > 0. Следова­
тельно, уравнение (1.2) имеет только вещественные корни. Лемма 1.1 
доказана. 
Аналогично теореме 1.1 из [14, с. 14] можно доказать , что суще­
ствует единственное решение уравнения (0.1), удовлетворяющее на­
ч а л ь н ы м условиям 
^(0, А) = 1, ^ ( 0 , А) = - а 0 - c*iA - а2А2, (1.3) 
причем при каждом фиксированном х Е [0,1], функция ф(х,\) я в л я е т с я 
целой функцией аргумента А. 
Л е м м а 1.2. Собственные значения краевой задачи (0.1)—(0.3) обра­
зует не более чем счетное множество, не имеющее конечной предель­
ной точки. Все собственные значения краевой задачи (ОЛ)-(О.З) про­
стые. 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Аналогично доказательству леммы 1.2 из [10] 
устанавливается первая часть леммы. Лля доказательства второй 
части достаточно будет показать, что уравнение 
(А, + ft A + /?2А2Ж1, А) + ф'(1, А) = 0 (1.4) 
имеет только простые корни. Действительно, если А = А* я в л я е т с я 
кратным корнем уравнения (1.4), то имеют место равенства 
(/?0+АА*+/?2А'2жм*) + ,//(М*) = о, ( 1 5 ) 
(А + 2/%А-Ж1, А*) + (/?о + АА' + /?2А*2)^%^ + д-Цр- = 0. (1.6) 
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Так как ф(х,Х) является решением уравнения (0.1), имеем 
-^[ф(х, \)ф'(х, /i) - ф(х,
И
)ф'(х, А)] = (А2 -
 М
2)ф(х, \)ф(х, ц). 
О т с ю д а после интегрирования с учетом (1.3) получим 
ф(1,\)ф'(1,1л)-ф(1,^ф'(1,Х) 
Л — /i 
ai = (Л + fi) I a2 + / ф(х, \)ф(х, fi) dx \ , 
где А ф \i. Переходя в последнем равенстве к пределу при /i —• Л и 
полагая Л = Л*, имеем 
^ I , A - ) * ^ - * ( I , A - ) * ^ 
Из (1.5) и (1.6) соответственно следуют равенства 
ф'(1, А*) = -(/?0 + Л А* + /?2А*2Ж1, Л*), 
З А
 v
^ ' ^
z / r v
 ' '
 v r u
 '
 r i
 ' "
 y
 5A 
Используя э ти равенства в (1.7), получим 
1 
AV" ( l . A * ) - a i =2A* [ ф2(х,Х*)с1х + а2-М2(1Л*) (1.8) 
. О 
Поскольку Л* — собственное значение, то, как показано в доказатель­
стве леммы 1.1, 
А(А*)А*2 + £(А*)А* + С(Л*) = 0, (1.9) 
где 
Л(А*) = / V>2(*, У) dx + a2- /?2У>2(1, A*), (1.10) 
о 
5(А*) = а 1 - /? 1^ 2 (1 ,А*), (1.11) 
1 1 
С(А*) = а
о
-А> '0 2 (1 ,А*) - f q(x)i[>2(x,\*)dx- f ф'2{х, A*) dx. 
о о 
В силу (1.8), (1.10) и (1.11) имеем А* = - ^ Щ - (поскольку А(А*) > 0). От­
сюда и из (1.9) получим В2(\*) = 4А(А*)С(А*). Последнее противоречит 
неравенствам А(А*) > 0, С(А*) < 0. Лемма 1.2 доказана. 
§ 2. Осдилляционные свойства собственных функций 
задачи (0.1)-(0.3) 
Лемма 2.1. Пусть и(х) — решение уравнения u" -\-g(x)u = 0, удовле­
творяющее начальным условиям и(0) — 1, г/(0) = —а0 - ахА' — а^А'2, а 
v(x) — решение уравнения v" + h(x)v = 0, удовлетворяющее начальным 
условиям v(0) = 1, г>'(0) = - a o - a i A " - a 2 A / / 2 . Кроме того, пусть g{x) < h(x) 
(0 ^ х ^ 1) и либо А" > А' ^  m a x { 0 ; - ^ } , либо А" < А' <$ m i n { 0 ; - ^ } . 
Тогда если и(х) в интервале 0 < х ^ 1 имеет m нулей, то v(x) в том 
же интервале имеет не меньше m нулей и k-й нуль v(x) меньше к-го 
нуля и(х). 
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ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Рассмотрим только случай А"> А' ^ max{0; — ^ - } , 
случай А" < А' ^ min{0; — f£-} исследуется аналогично. 
Обозначим через х\ нуль функции и(х) ближайший к точке 0. По 
теореме Штурма [14, с. 28] достаточно доказать, что v(x) имеет по край­
ней мере один нуль внутри интервала [0,a?i]. Предположим против­
ное. Очевидно, что при 0 ^ х < х\ справедливы неравенства и{х) > 0, 
v(x) > 0. Так как u(xi) = 0, то в окрестности точки х\ функция и{х) убы­
вает. Следовательно, и'(х\) ^ 0. Интегрируя тождество -^{u'v — uv') — 
(h(x) — g(x))u(x)v(x) в пределах от 0 до х\, получим 
Xi 
u'(x!)v(xi) - c*i(A" - А') - а2(Х"2 - А/2) = f (h(x) - g(x))u(x)v(x) dx. (2.1) 
о 
Так как в h(x) > </(#), и(х) > 0, v(x) > 0 в промежутке (0,£i), то в послед­
нем равенстве правая часть положительна. Кроме того, u'(xi)v(xi) ^ 0, 
и поскольку с*2 > 0, А" > А' ^ max{0; — ^ } , имеем 
ttl(A" - А') + а2(А"2 - А'2) = (X" - A'){c*i + а2(А" + А')} 
> (А" - А') 
а\ -h 2ao max { 0; — - — > 
2а2 J 
> 0 . 
Таким образом, левая часть равенства (2.1) отрицательна. Приходим 
к противоречию. Лемма 2.1 доказана. 
Лемма 2.2. Число X = 0 не является собственным значением кра­
евой задачи (0.1)—(0.3). 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Через ф(х) обозначим решение начальной зада­
чи -ф" + q(x)r/> = 0, ^(0) = 1, Ф'(0) = -cv0. Докажем, что /?0^(1) + 0Ч1) / °-
Поскольку /?о > 0, достаточно доказать, что -0(1)^41) > 0. 
Интегрируя тождество —ф"ф + (1(х)ф2 = 0 в пределах от 0 до 1, 
получим 
1 1 
ф(1)ф'(1) = -а0 + [ ф\х)2(1х+ J\{х)ф2(х)с1х. 
о о 
У ч и т ы в а я условия с*о < 0, q(x) ^ 0, имеем ^(1)^'(1) > 0. Лемма 2.2. 
доказана. 
Пусть ф(х, А) — решение уравнения (0.1), удовлетворяющее началь­
ным условиям (1.3). Рассмотрим уравнение ф(х,Х) = 0 (0 ^ х ^ 1). Из 
следующей леммы следует, что корни этого уравнения суть непре­
рывные функции от А. 
Л е м м а 2.3 [14, с. 30]. Если XQ (0 < XQ < 1) — нуль функции ф(х, Ао), 
то любому достаточно малому числу е > 0 соответствует такое число 
8 > 0, что при \Х — Ао| < <5 функция ф(х,Х) имеет в точности один нуль 
в интервале \х — XQ\ < е. 
Из этой леммы вытекает 
Следствие 2.1 [14, с. 31]. При изменении X решение ф{х,Х) только 
тогда моткет потерять нуль или приобрести новый, если он войдет 
внутрь интервала или выйдет оттуда через краевые точки 0 и 1. 
С л е д у ю щ а я осцилляционная теорема доказывает существование 
счетного множества собственных значений краевой з а д а ч и (0.1)—(0.3). 
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Теорема 2.1. Существует неограниченно убывающая последова­
тельность отрицательных собственных значений {Л_
п
}^ = 1 и неогра­
ниченно возрастающая последовательность положительных собствен­
ных значений {^n}^-i краевой задачи (0.1)—(0.3): 
• • • < Л_
п
 < А-п+1 < < A_i < Ai < < An_i < An < . . . . 
Кроме того, существуют такие числа n*,™* G N и k*,k* G N U {0}, что 
собственные функции, соответствующие собственным значениям А_
п 
(п >^ п*) и Х
п
 (п ^ п*), имеют соответственно п + k* — п* и п + к* — п* 
простых нулей в интервале (0,1). 
ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Будем доказывать только существование и 
свойства последовательности положительных собственных значений 
краевой з а д а ч и (0.1)-(0.3). Часть теоремы, относящаяся к отрицатель­
ным собственным значениям, доказывается аналогично. 
Пусть А ^ А* = max{0; — f^\ ~~2Ql\ и ^(#>А) есть решение уравнения 
(0.1), удовлетворяющее начальным условием (1.3). В силу леммы 2.1 
при возрастании А число нулей функции ф(х,Х) не убывает. 
Пусть 0 ^ q(x) < с при 0 ^ х <С 1. Решением уравнения 
у" + (А2 -с)у=0 (2.2) 
удовлетворяющим начальным условиям (1.3), является функция 
у — cos(x\/X2 — с) _____ sin(#\/ A2 — с). (2-3) 
V А2 — с 
При А положительном и неограниченно возрастающем число нулей 
функции (2.3), расположенных в интервале (0, 1), неограниченно растет. 
Сравним уравнение (0.1) с уравнением (2.2). Из леммы 2.1 следует, что 
при А положительном и неограниченно возрастающем число нулей 
функции ф{х,Х), расположенных в интервале (0,1), неограниченно ра­
стет. 
Рассмотрим уравнение ф(х,Х) — 0 при А ^ А*. Предположим, что 
функция ф(х,У) в интервале (0,1) имеет к* нулей. На основании лем­
мы 2.3 корни уравнения ф(х} А) = 0 непрерывно зависят от А. С другой 
стороны, в силу леммы 2.1 при возрастании А каждый нуль функции 
ф(х,Х) передвигается влево, а через точку нуль выйти не может, так 
как число нулей не убывает. В силу следствия 2.1 нули входят через 
точку 1. Пусть Ао — первое значение параметра А ^ А*, для которого 
*0(1,А) = 0. Такое значение, очевидно, найдется. Пусть Ai (Ai > Ао) — 
второе значение параметра А, д л я которого ф(11 А) = 0, и т. д. Очевид­
но, что функция ф(х,\о) имеет в интервале (0,1) ровно к* нулей. По­
следовательность Ao,Ai,A2,... обладает тем свойством, что функция 
ф(х, Xk) имеет в интервале (0,1) ровно к + к* нулей, причем ф(1, А )^ = 0. 
Нетрудно заметить , что числа А& (к — 0 ,1, . . . ) не я в л я ю т с я собствен­
ными значениями краевой задачи (0.1)-(0.3). 
Функция ф(\\< в интервале (Afc,Ajk+i) строго убывает. Доказатель­
ство этого утверждения дословно повторяет соответствующую часть 
доказательства теоремы 3.3 из [14, с. 31]. При этом вместо теоре­
мы 3.2 из [14, с. 20] используется лемма 2.1 настоящей работы. Так 
как ф(1,Хк) = ф{1,Х
к+1) - 0, в интервале (A*, A^+i) функция \\\$ долж­
на строго убывать от +оо до — со. 
Пусть Р(Х) = — /?0 — (3\Х — (32Х2. Эта функция строго возрастает при 
А ^  — 2fo и т е м более при А ^ А0 (поскольку А0 ^ А* ^ — ^ - ) . 
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Пусть п* — 1 — число собственных значений краевой з а д а ч и (0.1)-
(0.3), расположенных на отрезке [0,Ао]. Поскольку функция ^ i '
д
/ в ин­
тервале (Ak, Afc+i) строго убывает от +оо до —оо, найдется единственное 
значение \
п
*+
к
 £ (A^Afc+i), для которого tp(i',x^^) = p(^n*+k), т. е. вы­
полняется условие (0.3). Следовательно, An*+fc есть собственное значе­
ние краевой з а д а ч и (ОЛ)-(О.З), а соответствующая собственная функ­
ция ф(х1 \n*+k) в интервале (0,1) имеет столько же нулей, сколько и 
ip(x,\k), т. е. к + к*. Теорема 2.1 доказана. 
§ 3. Определение и свойства функции 
0т(ж) (т 6 Z \ {0}) . Некоторые вспомогательные 
утверждения 
Пусть и
т
(х) — собственная функция краевой задачи (0.1)—(0.3), со­
ответствующая собственному значению А
т
, где т£Ъ\ {0}. Пусть 
\ 2а2 2\fa\ J V ; 
Очевидно, что при А £ М1, |А| ^ А справедливы неравенства 
а0 + aiA + а2А2 > 0, 0О + А А + /?2А2 < 0. (3.2) 
Предположим, что No — такое натуральное число, что 
А
2
г
 ^ А0, где Д0 = тах{Д, 2С0 + 1} и С0 = max д(ж), 
при га Е 2£ \ {0}, | т | J> iVo- Всюду в дальнейшем будем предполагать , 
что |га| ^ No. 
Введем угловую переменную 9
т
(х) — Arctg цГлл, или, точнее, 
9
т
(х) = arg{<u'm(z) + ium(x)}. (3.3) 
У ч и т ы в а я (0.2), определяем начальное значение 
0m(O) = - a r c t g - — - 1 — — + тг„ (3.4) 
а 0 + QfiAm 4- а ^ А ^ 
Д л я других х функция 9
т
(х) задается формулой (3.3) с точностью до 
произвольного слагаемого, кратного 2п, поскольку функции и'
т
(х) и 
и
т
(х) не могут обращаться в нуль одновременно. Это выражение, 
кратное 27Г, надлежит зафиксировать так, чтобы функция в
т
(х) удо­
в л е т в о р я л а условию (3.4) и была непрерывной по х. Этим функция 
9т(х) определяется единственным образом [15, с. 244]. 
Л е м м а 3.1 [11]. Функция 6
т
(х) удовлетворяет дифференциальному 
уравнению 
0'
т
(х) = cos2 в
т
(х) + (А
Г
2
П
 - q(x)) sin2 0m(x) 
и возрастает на отрезке [0,1]. 
Из (3.3) ясно, что нули функции um(x) совпадают с точками, в ко­
торых в
т
(х) кратно 7Г. Рассматривая функцию и
т
(х), когда х возра­
стает от 0 до 1, видим, что она имеет нуль в точке х Е (0,1) т о г д а и 
только тогда, когда в этой точке 6
т
(х), возрастая, проходит значение, 
кратное 7г. 
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Так как 0 < 9
т
(0) < 7г, видим, что при возрастании х от 0 до 1 
функция 9
т
(х) последовательно принимает конечное число значений 
7г, 27г,.... Поскольку функция 0
т
(х) не может, убывая, стремиться к 
углу, кратному 7г, то она достигает углов, кратных 7г, в порядке воз­
растания. 
Нетрудно заметить, что и
т
(0) ф 0, г^(0) ф 0 при га Е 2Д{0}, |га| ^ 7V0, 
и поэтому функция 0
т
(х), вообще говоря, не принимает неположитель­
ных значений. 
Обозначим через х
т>к (k = l,km) нули собственной функции ит(х) 
в интервале (0,1): 0 < £
т
д < х
т
^ < • • • < xm,km < 1- Из осцилляционной 
теоремы 2.1 следует, что для всех достаточно больших по модулю 
значениях т £ 7L \ {0} справедливы равенства k\m\ — \т\ -{- k* — п* и 
&_|
т
| = |га| + k* - п*. 
Повторением аналогичных рассуждений при доказательстве лем­
мы 2.1 из [11] устанавливается 
Лемма 3.2. Для собственных значений Am (|га| ^ No) справедливы 
оценки 
Ci|mK|AmKC 2 |m| , (3.5) 
где С\ и С2 — некоторые положительные постоянные. 
Лемма 3.3 [11]. Пусть q(x) G С[0,1] и 0 = *0 < h < • • • < ^ < W i = 1-
Тогда 
q(x) dx - J2 q(tk)Atk = 0(u>(6)), (3.6) 
fc=i 
где Atk = tk+i — tk, 6 = max A^, w(6) = S + u1(S) и u>i(6) — модуль 
1 ^ к ^ f 
непрерывности функции q(x) на отрезке [0,1]. Кроме того, если q(x) ф 
const, то функция со(6) в равенстве (3.6) может быть заменена функцией 
wi(tf). 
Нетрудно убедиться, что 
M l ) = - a r c t g / 3 , + / ? i ^ + / % A S i + x * m . 
§ 4. Асимптотические формулы 
для собственных значений и собственных функций 
краевой задачи (0.1)-(0.3) 
Всюду в этом параграфе предполагается, что га Е Z \ {0}, |га| ^ TVo, 
где No — число, введенное в § 3. 
Пусть vm(x) — собственная функция краевой задачи (ОЛ)-(О.З), име­
ющая |га| нулей в интервале (0, 1). Через fim обозначим собственное 
значение, соответствующее собственной функции vm(x). Из осцилля­
ционной теоремы 2.1 следует, что fim = Am_£*+n* при га > 0 и /im = 
\m+km-n. при га < 0. 
Нули функции vm(x) обозначим через xm)k'. 0 < £Ш)1 < хт^ < . . . 
^ %т.\т\ ^ -!•• 
Теорема 4.1. Справедливы следующие асимптотические форму-
m = 7г(га - sgn га) + < - / q(x) dx + — > + 0(ra"1a;(ra"1), (4.1) 
тгга 2 у а2 р2 
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vm{x) = s i n i r ( H - 1)х + 0 ( £ ) . (4.2) 
Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В О . В в е д е м ф у н к ц и ю 0 w ( z ) = arg(vjri(a:) H- ги т (ж)) . В 
с и л у л е м м ы 3.1 она у д о в л е т в о р я е т д и ф ф е р е н ц и а л ь н о м у у р а в н е н и ю 
е'
т
{х) = cos2 м * ) + (А4 - *(*)) sin2 em{x) (4.3) 
и в о з р а с т а е т н а о т р е з к е [0,1]. К р о м е т о г о , 
М О ) = - arctg —
 г
 + тг, (4.4) 
0 m ( l ) = - arctg — — + тг |т | , (4.5) 
P O - h P l / ^ m + /?2/*m 
М * т , * ) = 1Г* ( l ^ f c ^ H ) . (4.6) 
И з (4.3) п о л у ч а е м 
M * )
 = 1 . q(x)sm2em(x) 
COS2 0 m (a?) -f Цт S i n 2 0 m ( ж ) COS2 6m (x) + A*m s i n 2 #m ( ж ) 
П р о и н т е г р и р у е м обе ч а с т и п о с л е д н е г о р а в е н с т в а от 0 д о х
т
у. 
0'm{x)dx _ [ q(x)sin em(x)dx г e>m{x)dx _ =х^ г 
J COS2 9m (x) + А*т s i n 2 Qm (x) ™' У cos2 » m ( )  / i ^ sin М ж ) ' J cos2l9m(x) + A& sin M * 0 
П р о и з в о д я в п е р в о м и н т е г р а л е з а м е н у 0
т
(ж) = <р и у ч и т ы в а я (4.6), по­
л у ч и м 
7Г »m,l ^ _ 
с/<£> у </(#) sin 0m{x) dx [ dy _ [ 
J COS2 <£> -f Д 2 Sin (f J cos2(f-\-fimsmzip ~'",x cos2 0m(x)-\-fim sin2 0m(x) 
Bm(o) ° 
Д е й с т в у я а н а л о г и ч н ы м о б р а з о м , и м е е м 
вт(1) 1 ~ 
d<p f q(x) sin 9m(x) dx r <p _ r 
I 9 9 • 2 — • c m , | m | / 
7 cos2 <p + ^m sinz y> ^ cos
2
 <p + / i 2 , s i n 2 ^ '" , l"4 J cos2 M x ) + ^ sin2 M ^ ) ' 
7r|m| ^m,jm| 
dy? /* g(x)sin 6m(x)dx f  _ Г 
I 9 , 2 - 2 — xm,k + \ Xmjk / о л / \ , 9 • 2 л / \ ' J cos2 9?-f / i^ sin y> J cos2 М ж ) + Pm s i n ' М ж ) 
7ГА: 2*m,fe 
гле 1 ^ fc ^ |ra| — 1 . У ч и т ы в а я (4.4), (4.5) и л е м м у 3.2, н е п о с р е д с т в е н н ы м 
в ы ч и с л е н и е м л е г к о у б е д и т ь с я в т о м , ч т о 
J COS2 V? + / i ^ SHI V? a 2 ^ m 
М°) 
J cos2 9? -+- ц
т
 sinz v? №^m 
7r|m| 
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>г(* + 1) 
/ 2 . / V 2 = LTT ( К * < Н - 1 ) . 
J COS2 ^  + / i ^ SllT <£> | / / m I 
Из последних шести равенств следует, что 
х
 л
 - [ q{x)s[n °™№dx = _ J _ , 0(т-3) (4 7) 
J cos2£m(s) + i d s in 2 0 m M *2A& 0 
1 
/ (/(ж) sin2 6m(x) dx 1 Л / оч , л ЛЧ 
J cos26m{x) + и* sm'0m[x) P2/im 
* m , | m | 
J cos2 9m(x) + / i^ snr 0m(ж) |/im I 
(4.9) 
Дословно повторяя рассуждения, используемые д л я доказательства 
равенств (3.7)-(3.9) в [11], из соотношений (4.7)-(4.9) получим справед­
ливость следующих равенств: 
х
 =-L- + 0(m-3), (4.10) 
1 - * m > H = --^Y + 0(m-3), (4.11) 
*m,*+i - ^m.Jb = т-^т 4- 0 (m" 3 ) (1 <C £ <J |m| - 1), (4.12) 
gm,fc + l -»m,t - *ffa!m,'3) = Л + О К М " » ' 1 ) ) ( l $ t $ | m | - l ) . (4.13) 
В силу (4.13) имеем 
1 v ^ ка(х
т
 k) тг(\т\ — 1)
 Л / 9 , 1чч 
«m,|m| - хтЛ - - ^ 7„ I = |„ I + ^ ( « - ^ ( m - 1 ) ) . (4.14) 
Из (4.12) получаем 
7Г 
О т с ю д а и из леммы 3.3 следует, что 
\m\-l М - 1 
= Да
т
, * + 0 (m" d ) (1 < 4 < |m| - 1). 
J2 ^(xmk)
 = ^ фтк)Ахтк+0(т-2)= fq(x)dx^O(u(m-1)). 
*=i l / i m | *=i / 0 
В силу последнего и (4.14) имеем 
•^ra.lml %m.l 
1 
" 2 k l q { x ) d x = ' ( ' ы ^ + Q ( " » ' V m - 1 ) ) . (4.15) 
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Суммируя (4.10), (4.11) и (4.15), получим 
\Рт\ И2 
где 
' ( Н - 1 ) _ ! _ 7
 + 0 ( r a - M m - i ) ) > ( 4 Л 6 ) 
7 = 9 / q(x)dx+ — --г-. 2. J a2 Pi 
о 
Из (4.16) следует справедливость следующих соотношений: 
| / im | = тг(|т| - 1)(1 + \ + 0{m~2uj{m-1)), 
1 1 
Следовательно, 
\f*m\ 
/4 
= 7 Г ( | Ш | -
" 7Г2( 
1) + 
т г
2 ( | т | - 1 ) 2 
ж(\т\ - 1) 
+ 0(т~4). 
+ 0(m- 1 w(m- 1 ) ) . 
О т с ю д а в силу равенств \fim\ = ^ m s g n m и (|?п| — I ) - 1 = |m | _ 1 + 0(т~2) 
получаем формулу (4.1). 
Собственную функцию vm(x) будем искать в виде 
„
 (х)-
 s S n m 
2i(a0 + осцлт +a2tfn) 
где <pj(x,\) = ехр(\щх)(1 4- 0(1/A)) (j = 1,2), «л = -w 2 = * (см. [16, с. 59]) 
и U(y,X) = (c*o -f- c*iA H- Qf2A2)?/(0) + 2/'(0)- Отсюда с помощью равенств 
fim = 7r(m-sgnra) + 0 ( l / m ) , и(<р}{х,цт),цт) = (a0 + o;i//m-f a 2 ^ ) ( l + 0 ( l / m ) ) 
легко можно получить представление 4.2. Теорема 4.1 доказана. 
ЗАМЕЧАНИЕ 1. Отметим, что формулу 4.2 можно уточнить . 
ЗАМЕЧАНИЕ 2. При конкретных значениях чисел aj, /3j (j = 0,2) 
можно явно в ы ч и с л и т ь число нулей собственных функций з а д а ч и 
(ОЛ)-(О.З). 
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